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DES 
,ne t~~?Ncjisal nudnx of & given bypergraph is the cardinality of the smallest set of vertices 
meeting all the edges. What is the maximal possible value of the transversal number of a 
PU&&B~ bmraph on n vertices with maximal degree p? The problem is solved here for 
p =%, by u&rig Bqge’s theorem on matchings. 
Avec les notations de Berge [ 11, soit H = (X, 8) un hypergraphe r-uniforme: X 
est, I’ensan~ie fini des sommets, $ est la famille des a&es: 8 = (Ei), i E I. Pour 
tout <i-E & on a: & CX et I.& f = r. On suppose de plus que: X = LIEi. Soit 
T CX, on dit que T est un transversal de H si toute a&e de H coupe T. On pose: 
r(H) = min{ 1 T I: T transversal de H}. Pour tout sommet x cz X, on pose: dH (x) = 
I{i:xE& iH}I, et A(H)=max{&(x):aEX}. 
,O@ ‘me le probleme suivant: quel est le maximum de r(H), H parcourant 
l’enemble des hypergraphes r-uniformes tels que 1 X I= n et A(H) = p? Ce 
maximu’m’est done une fonction f(a r, p), 11 Gsulte d’un thCor&me de Zarankiewicz 
[d] qu&‘&& 2, p) = [y/e + l)]. On &udie ici le cas p = 2. La valeur de f( n, r, 2) est 
e@reGent d&erminee par les ‘IMor&mes 2.2, 2.3, 2.6 et 2.8. *_ L ;- 
21. Fumdations 6quivalentes 
Lenme 1.1. ) wa hypergraphe r-uniforme avec A (H) = p. 11 existe 
e K = (X, !F) tel que : 
)=p,’ l{x:xcz,X, dK(x)<p)+r-1. 
Soit A ={x:xEX$ dH(x)<p}. Si IA[>r, on peut ajouter B la 
un@ nu&-&le a&e E, avec f E I= t et E CA. Le nouvel hyper 
ainsi obtenu veri ncore A (H’) = p. En r6pCtant wt:e opkation d’ 
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Pour tout S C: I, soit JIM le nombre be composantw cowwces impaires de GE-+, 
zous-graph de (5’ in&it par I - S. 
Lemme 1.5 (Berge [2]). g(G)= maxsci@i(S)- IS 1). 
umbra de bout Its 
A < F: 
SW Ie nom?mwe tvmwetsal des hypergruphes unifomes 93 
1.6. rm = 2n - A. 
Demon$trath. ml = r!ll=Z,,d&)= A +Z(n - A). 
c 1.7. m et A sent d&ennm?s par n et t: m = [h/r], A = 2n - m. 
Compte tenu des ttkultats p&c&dents, le calcul de f(n, r, 2) revient done au calcul 
du maximum Je s(G), G parcourant f’ensemble des multigraphes rkguliers de 
dqfe r, ayant A boucles et M sommets. 
Soit G = (I. 9) un tel multigraphe. D’apks le thkor&me de Berge (Lemme 1.5), il 
existe S C 2 tel que e(G) = pi(S) - 1 S I. Posons: P,(S) = u -i. u, oii u est le nombre 
des composantes d’ordre 1 et D le nombre des composantes d’ordre impair 3 3. 
Soit $1 me dies composantes d’ordre 1. Soit So le nombre de boucles de G sur ie 
sommet i. Comme G est r-tegulier, il existe t - si a&es de la forme (i, j) avec 
j E S. Si N est le nombre d’ar&es reliant S B une composante d’ordre 1 de GI+ on 
a done: ~-h~~-Esi=NQrfSJ. D’oti: r(G)=u+~-jSl~v+(~/r)~ 
v + (I - 1)/r, d’oti: s(G) < v. D’apr&s la dCfinition de u, on a: u s 4 M. D’oti, d’aprks 
le Lemme 1.4: 
Lemme 2.1. p(G) s [ $m]. 
2.1. Cas r pair 
On va montrer que dans ce cas il existe un graphe G rkatisant l’igalitk dan ) 
l’in6galitb du Lemme 2.1. D’aprks le Lemme 1.6, A est pair. 
2.1.1. m = 3q 
On construit G ainci: I = {al, b,, cl, . . ., aq, bs, c,). G a pour a&es: (a,, bj), (bj, C, j, 
(Ci,Uj) (j = 2,. . .,9) rt?pCtCes fr fois, (a,, b,) et (al,cl) rCpMes Ir fois, (bl, cl) 
tt?p&6e f(r - A) fois, et des boucles (b,) et (cl} rCpMes 4 A fois. 
2.1.2. m = 3q + 2 
G est obtenu & partir du graphs: prtkkdent en ajoutant deux sommets d et e, et 
l’ar&e (d, e) rgp&e I fois. (Si m = 2, I = {n, e}, a&e (d, e) r - f A fois, houcks {d) 
et (e) iA his.) 
2.1.3. pn = Sq + 4 
G est obtenu B 
Yar6te (g, h) r fois. 
c pr&z&lent en ajoutant deux somnets g eP h, et 
2.2J. C* m G 3A + 4, 
Posons m ,L 3(A - 2:) + s, aver; s = 0, 2 ou 4. D’apr& le Lemme 2.3, z est 
pair MI. 
(1) s = 8= La borne drm Lernme 2.1 est atteinte pour le graphe L(r, A) dent les 
sommets ent &, h, ct, 8 .,,y,f$bq~ G WyxC8 q,= %A - x, et dent lys .ar&es wnt: les 
blsCx& (dij ii # 1, * . .; q& +bi~~es @J &i {cJ rQ&&s is fais, ks w&es (4 et) 
(i = 2, . . ., q) r6pkes a(r + I) his, ~b&t$&, c,) r&&&e f(r - & l)‘foiS, les a&s 
(a!, bi) at (a, cz.) (i.? 1,. . .;q> ~i$&%s +(f -- 1) f&s, . 
(2) s = 2: La borne du Lemtie f1 est +iak PQut le graphe G obtenu ii partir 
du prkckdent en ajoutant un &q&e V c&joint. (Si m = 2, la construction est 
difkente, mais immediate.) 
(33 _ s = 4: La borne clu Lemme 2.1 est atteinte pour le graphe obtenu B partir du 
@cCdent en ajoutant une nouvelle copie du graphe V. 
Thihi$me 2.3. Pour r imp& et m s3h +4, on rt f(nJ*2! = [Bm] = [Q2n.y]]. 
On suppose dCsorma.is que m > 3A + 4, Comme il n’e& ;(: y?; de graphe sans 
&H.I& Ggulier de degrt? impair et d’urdre impair, toutt wmposante impaire 
d’ordre 2 3 de G i-s est reli6e pas au moins une a&e it S, r ci cette composante ne 
contient pas de boucle. 
IEn appelant P le nombre d’ar&es reliazrt une composante impaire de Gt-s a S, on a 
dsnc: nr+v-h~ParlSI. D’autre part: nr~3v+u+fSj et S(G)= 
U+Y--151. Posons: r(S/=ru+t,-AAp et m=3u+u+ISffv, avec pMl, 
I’ 3 0. IYoli: 
JS]=~m+(3r-l)u-3h+3~-w)~(~r”l) (1) * 
v==(mr-2ru+h-p - rv)/(3r + l), d’ou, d’ap& le L,etnrne 1.4: 
p(G)=(2rm +2h -(r--1)~ -2p -(Y- (2) 
k&At de (2; le 
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Pmgism4A=(3r+l)k+3t+w, avecOCb+wS3r, 16~~3, -1st~~ 
duit du Lemme 2.3: 
L!L iv et t sent de m%me parit&. 
R k graphe ayant pour somnvts: a, b,, cl, d,, . . ., b, c,, dc et pour 
t),(cfA)(i = l,..., r) r6pMe f (t + 1) fois, (bi, ci) et (bi, di ) 
t&s 4 (r - 1) fois. 
2.z!. c&s 3t -i- w ;r 2r, 0 S x S 3 
La borne du Lemme 2.4 est alors 
disjcinte du graphe L (0, A ) (cf. 2.2. l), 
gmphe V. 
atteinte pour Ie graphe @ qui est somme 
de k copies du grapl, \. R, et de x copies du 
On peut done supposer dtsormais que t a 2. 
2.2.3 CaS w = 1 
t cst impair (Lemme 2.5), et on a: 2rm + 2h = 2(a - t) (mod 3r + 1). D'oii 
(Lcmme 2,4): p(G) d (2rm + 2h - 2(r - t))/(3r + 1). Cette borne est atteinte pow 
ie graphe G qui est la somme disjointe du graphe E (0, A )> de k copies du graphe R, 
et du graphe G(t) ayant pour sommets: a, &, cl, dl,. . ., bt, cI, d, et pour aretes: 
(a, bi) (i = 2,. . ., t), (Ci, bi) et (4, bi) (i = 2,. . ., t) &p&es $(r - 1) fois, (Q, di) 
(i = 2,. . -, t) repMe fiW + 1) fois, (a, b,) repWe 7 - t f 1 fois, (bl, c,) et (!I~, dJ 
r6pMes $(t - 1) fois, (( l, d,) rep&tee 4(2r - t + 1) fois. 
2.2.4. Gas w = 3 
On a: 2rm + 2h = 3r - 2t - 1 (mod3r -‘ 1). D’oii (Lemme 2.4): p(G)6 
(2ml + 2h - 3r + 2t + 1)/(3r + 1). Cette borne est atteinte pour le graphe G con- 
struit en 2.2.3 auquel on ajoutt un graphe V disjoint. En r&urn& 
Th&w&me 2.6. Pour r impair, m > 3h + 4, t = 0 ou t impair, on a f (n, r, 2) = 
[4n/3r + 11. 
2.2s. CM w = 2 
t cst pair (Lemme 2.5). De l’kgalitk (l), on diduit: 
Lemme 2.7. 2~ - 3~ I- v = 3t + 2 (mod \r + 1). 
p(G) 5. (2rm + Zh - 3r + 2P I/(3r f I). 
) Si 2U + v = le Lemme 2.7 entsaine: 3p 2 
+ 1- 3t - 2, ‘aprks I'fQuatior : (2): pi 
(2rm + 2A - 2(r - 6))/(3~ + 1’. Or: 2rm + ?A. - 2(r - I) = 21~ ( 3r 4- I), d’tli 

